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Prodotto di Wallis
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Nel caso di potenze pari abbiamo
I2m =
∫ pi
2
0
sin2m x dx =
(2m− 1)!!
(2m)!!
pi
2
, m ∈ N
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Nel caso di potenze dispari
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∫ pi
2
0
sin2m+1 x dx =
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, m ∈ N
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dividendo membro a membro
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Dimostrando che
lim
m→∞
I2m
I2m+1
= 1
la formula di Wallis e` dimostrata
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osserviamo che per ogni x ∈]0, pi/2[ si ha che sinx ∈]0, 1[ e
quindi
0 < sin2m+1 x < sin2m x < sin2m−1 x.
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osserviamo che per ogni x ∈]0, pi/2[ si ha che sinx ∈]0, 1[ e
quindi
0 < sin2m+1 x < sin2m x < sin2m−1 x.
integrando:∫ pi
2
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sin2m−1 xdx
o in altri termini
I2m+1 < I2m < I2m−1
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(2m+ 1)!!
(2m)!!
=
2m+ 1
2m
= 1 +
1
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quindi
1 ≤
∫ pi
2
0
sin2m x dx∫ pi
2
0
sin2m+1 x dx
≤ 1 + 1
2m
il che dimostra la formula del prodotto di Wallis
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Lemma
Se f(x) = e−x −
(
1− x
n
)n
allora per ogni x ∈ [0, n] riesce
0 ≤ f(x) ≤ 1
ne
(D)
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Lemma
Se f(x) = e−x −
(
1− x
n
)n
allora per ogni x ∈ [0, n] riesce
0 ≤ f(x) ≤ 1
ne
(D)
Per dimostrare la disuguaglianza a sinistra in (D) facciamo
vedere che se x ∈ [0, n] vale(
1− x
n
)n
≤ e−x (E)
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riscriviamo (E) come(
1− x
n
)n
≤
(
e−
x
n
)n
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riscriviamo (E) come(
1− x
n
)n
≤
(
e−
x
n
)n
dunque (E) e` equivalente a
0 ≤ 1− x
n
≤ e−xn
o, cio` che e` lo stesso, per ogni t ∈ [0, 1]
0 ≤ 1− t ≤ e−t
ma questa e` una proprieta` dalla funzione esponenziale che
si puo` anche ricavare dal teorema di Taylor con il resto di
Lagrange
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per provare la disuguaglianza a destra in (D) osserviamo che
f(0) = 0, f(n) = e−n > 0
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per provare la disuguaglianza a destra in (D) osserviamo che
f(0) = 0, f(n) = e−n > 0
derivando otteniamo
f ′(x) = −e−x +
(
1− x
n
)n−1
da cui f ′(0) = 0 e f ′(n) = −e−n < 0
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per provare la disuguaglianza a destra in (D) osserviamo che
f(0) = 0, f(n) = e−n > 0
derivando otteniamo
f ′(x) = −e−x +
(
1− x
n
)n−1
da cui f ′(0) = 0 e f ′(n) = −e−n < 0
poi calcolando la derivata seconda vediamo che
f ′′(x) = e−x − n− 1
n
(
1− x
n
)n−2
da cui f ′′(0) =
1
n
> 0
11/30 Pi?
22333ML232
pertanto f assume il suo massimo valore in un punto xm in-
terno all’intervallo [0, n] dunque in tale punto per il teorema
di Fermat si ha
f ′(xm) = 0 ⇐⇒
(
1− xm
n
)n−1
= e−xm
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xm
f HxmL
x
y
Figure 1: f(x) con n = 3
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per localizzare, almeno in modo approssimato l’estremo pro-
cediamo cos`ı
f(xm) = e
−xm −
(
1− xm
n
)n
= e−xm −
(
1− xm
n
)n−1 (
1− xm
n
)
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n
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n
)n−1 (
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n
)
= e−xm − e−xm
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1− xm
n
)
dunque
f(xm) = e
−xmxm
n
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ma la funzione h(x) = xe−x raggiunge il suo massimo per
x = 1 e allora si ha
f(xm) ≤
1
ne
il che completa la dimostrazione del lemma
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Calcolo dell’integrale di probabilita`
Dovendo calcolare l’integrale della funzione e−x
2
e` naturale
approssimare l’integrando con
(
1− x
2
n
)n
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Calcolo dell’integrale di probabilita`
Dovendo calcolare l’integrale della funzione e−x
2
e` naturale
approssimare l’integrando con
(
1− x
2
n
)n
Consideriamo la differenza fra la funzione e−x
2
e la sua ap-
prossimazione
(
1− x
2
n
)n
usando il lemma sotto la condizione
x2 ≤ n
0 ≤
∫ √n
0
[
e−x
2 −
(
1− x
2
n
)n]
dx ≤
∫ √n
0
1
ne
dx =
1
e
√
n
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Allora passando al limite per n→∞ vale:∫ ∞
0
e−x
2
dx = lim
n→∞
∫ √n
0
(
1− x
2
n
)n
dx (G)
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Allora passando al limite per n→∞ vale:∫ ∞
0
e−x
2
dx = lim
n→∞
∫ √n
0
(
1− x
2
n
)n
dx (G)
calcoliamo l’integrale a secondo membro in (G) con la sosti-
tuzione x =
√
n cos t∫ √n
0
(
1− x
2
n
)n
dx =
√
n
∫ pi
2
0
sin2n+1 tdt =
√
n
(2n)!!
(2n+ 1)!!
(H)
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per concludere dobbiamo calcolare il limite per n→∞ in
(H) usando il prodotto di Wallis
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Formula di Stirling
lim
n→∞
n!
nn e−n
√
2pi n
= 1
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Equazioni differenziali
Problema di Cauchy
Una equazione differenziale del primo ordine e` un’equazione
del tipo:
y′(x) = f (x, y(x)) (E1)
in cui si suppone che f , oltre che da y(x), possa dipendere an-
che dalla variabile indipendente x. Quindi f(x, y) e` definita
nel rettangolo costituito dal prodotto cartesiano T = I × J
con I e J intervalli in R.
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Definizione Se I e` un intervallo di R la funzione u ∈ C1(I,R)
e` soluzione del problema di Cauchyy′ = f(x, y)y(x0) = y0
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Definizione Se I e` un intervallo di R la funzione u ∈ C1(I,R)
e` soluzione del problema di Cauchyy′ = f(x, y)y(x0) = y0
(i) (x, u(x)) ∈ T per ogni x ∈ I
(ii) u′(x) = f(x, u(x)) per ogni x ∈ I
(iii) (x0, y0) ∈ T con x0 ∈ I e u(x0) = y0
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Esempio
La funzione y(x) = ex − x− 1 risolve il problema di Cauchyy′(x) = x+ y(x)y(0) = 0
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Equazioni a variabili separabiliy′(x) = a(x) b (y(x)) ,y(x0) = y0,
in cui le funzioni a(x) e b(y), definite sugli intervalli Ia e Ib
tali che x0 ∈ Ia e y0 ∈ Ib sono continue e b(y) non si annulla
per ogni y ∈ Ib.
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Teorema
La funzione y(x), implicitamente definita dalla relazione:∫ y
y0
dz
b(z)
=
∫ x
x0
a(s) ds,
e` l’unica soluzione dell’equazione a variabili separabili
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Esempio y′(x) = a(x) y(x)y(x0) = y0
con a continua.
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Esempio y′(x) = a(x) y(x)y(x0) = y0
con a continua.
La soluzione si trova calcolando∫ y
y0
1
z
dz =
∫ x
x0
a(s) ds =⇒ ln y
y0
=
∫ x
x0
a(s) ds
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Esempio y′(x) = a(x) y(x)y(x0) = y0
con a continua.
La soluzione si trova calcolando∫ y
y0
1
z
dz =
∫ x
x0
a(s) ds =⇒ ln y
y0
=
∫ x
x0
a(s) ds
da cui
y = y0 exp
(∫ x
x0
a(s) ds
)
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Ad esempio se a(x) = −x
2
il problema di Cauchyy
′(x) = −x
2
y(x)
y(0) = 1
ha soluzione
y(x) = e−
x2
4
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Esempio y′(x) = a(x) y2(x)y(x0) = y0
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qui b(y) = y2 sicche`∫ y
y0
1
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Esempio y′(x) = a(x) y2(x)y(x0) = y0
qui b(y) = y2 sicche`∫ y
y0
1
z2
dz =
∫ x
x0
a(s) ds
−1
y
+
1
y0
=
∫ x
x0
a(s) ds
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quindi
y =
1
1
y0
−
∫ x
x0
a(s) ds
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quindi
y =
1
1
y0
−
∫ x
x0
a(s) ds
Per esempio se a(x) = −2x il problema di Cauchyy′(x) = −2x y2(x)y(0) = 1
ha soluzione
y =
1
1 + x2
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Esempio y
′(x) = cosx sin y(x)
y(0) =
pi
2
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Esercizio
Risolvere il problema di Cauchyy
′(x) =
1 + y2(x)
1 + x2
y(0) = a
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Esercizio
Risolvere il problema di Cauchyy
′(x) =
1 + y2(x)
1 + x2
y(0) = a∫ y
a
dz
1 + z2
=
∫ x
0
ds
1 + s2
=⇒ arctan y − arctan a = arctanx
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risolvendo
y = tan (arctan a+ arctanx)
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risolvendo
y = tan (arctan a+ arctanx)
Ma ricordato che
tan(α+ β) =
tanα+ tanβ
1− tanα tanβ
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risolvendo
y = tan (arctan a+ arctanx)
Ma ricordato che
tan(α+ β) =
tanα+ tanβ
1− tanα tanβ
otteniamo
y =
a+ x
1− ax
